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Abstract

Based on an analysis of known methods for wsing the Maxwell
eriterion to calewlate phase equilibrium datu from an equation
of state, a new procedure is derived. In every dteration step
two straight linc functions approximating the topical isotherm
in liquid and ygaseous state are used. So, explicite solutions for
cmproved volumes are present for all equations of state. No
start value for vapour pressure is needed. Initial volumes
may be caleulated from critical parameter values, using the
equation uf state.

Die 1873 von van der Waals verdffentlichte ,,beriihmte‘
Zustandsgleichung wurde in den folgenden Jahren zum
Gegenstand intensiver thermodynamischer Untersuchun-
gen. Maxwell stellte 1875 zum Beispiel Beziehungen zusam-
nien, mit deren Hilfe die Sittigungsgréfien aus dieser Zu-
standsgleichung berechenbar sein miaSten [1]. Sie reprisen-
tieren heute das nach dem Entdecker benannte Kriterium.
Bild 1 zeigt in einem p,v-Diagramm die graphische Inter-
pretation des Murwell-Kriteriums. Bekanntlich ergibt sich
fiir eine gegebene Temperatur der zugehérige Siededruck
aus der LKrfillung der veranschaulichten Flachengleichheit.
Voraussetzung fiir cinc praktische Umsetzung ist, wie er-
sichtlich, die Tixistenz einer Zustandsgleichung, die zumin-
dest (ualitativ einen solchen Isothermenverlauf wieder-
gibt.

Den Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit [9] bildete die
Notwendigkeit, fir die neue genaueste Zustandsgleichung
TAPS 84 [7] von Wasser das Mwwell-Kriterium zur Berech-
nung der Dampfdruckfunktion zu realisieren. Sollte diese
Gleichung iiberhaupt fiir technische Berechnungen zugéng-
lich gemacht werden, so miifite auf jeden Iall hierfurr ein
effektives Losungsvertahren gefunden werden.

Gleichgewichtsbedingungen und Maxwell-Kriterium

Fiir ein thermodynamisches System it einem reinen Stoff
sind im Gleichgewicht erfahrungsgemdf stets

— der erste und zweite Hauptsatz der Thermodynamik

— das mechanische Gleichgewicht

— das thermische Gleichgewicht

erfiillt.

Der Abieitung der Beziehungen fir das Phasengleichge-
wicht Flussigkeit —Dampf sind in Bild 2 die mathema-

1) Korrespondenzautor; Anschrift: Dipl.-Ing. Tobias Zschunke, Technische
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tischen Formulierungen des ersten (1) und zweiten Haupt-
satzes (2) vorangestellt. Das Finsetzen von (1) in (2) fithrt
zur Gleichung (3) in der linken Siule des Bildes 2. Unter
Anwendung der Multiplikationsregel d(p-v) = pdv + vdp
bzw. d(7'- s) = T'ds 4+ sd T LiBit sich (3) in die drei dquiva-
lenten Formen (4), (3) und (6), jewecils eine weitere Siule
bildend, umforinen. Dabei konmimen die Definitionen der
freien Energie f = u — T'+s, der Enthalpie h = 2 4 p-v
und der freien Enthalpie ¢ = h — T.s, in spezifischer
Form geschrieben, zur Anwendung [29].

Beim Phaseniibergang findet unter Energieaustausch mit
der Umgebung eine Verschiebung des Masseverhiltnisses
z. B. von fliissiger und gasférmiger Phase statt. Der Zustand
beider Phasen an sich bleibt, falls eine quasistatische Zu-
standsinderung vorausgesetzt wird, bestehen. Es gilt

TW=Tg=T l
und (7N
m = pg = pa(T). J
Beriicksichtigt man diese GesetzmilB3igkeiten bei der Inte-
gration von (3) bis (6), so erhdlt man die Endgleichungen (8)
bis (11) in Bild 2. Sie stellen gemaB erstem und zweitemn
Hauptsatz in Verbindung mit (7) exakte Verkniipfungen
der ZustandsgréBen der im Gleichgewicht kocxistierenden
Phasen untereinander dar und sind somit verschiedene
Schreibweisen fiir das Maxwell-Kriterium.
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Gebrauchlich als Unabhiingige in Zustandsgleichungen sind
vor allem Temperatur und Volumen. Diese als physikalische
Formulieruny bezeichneten Bezichungen haben den Vorteil,
daf3 der gesamte fluide Zustandsbereich mit nur einer Glei-
chung beschreibbar ist. Der Berechnung des Phasengleich-
gewichtes muf in diesem Fall die Beziehung (9) des Bildes 2
zugrunde gelegt werden.

Die Differenz der freien Energien 148t sich durch fg — f; =
fzer (T, vg) — fzsr (7, v;) beschreiben, wobei der Index
ZGL auf die einzusetzende Zustandsgleichung hinweist. Da.-
mit erhiilt man eine iibliche Forin des M axwell-Kriteriums

fear (T eg) — fze1. (T, 1) = —pa (vg — 1)
bzw. '
(12)
vg
S Pz (T, v) dor = pa( vg — 1) [
n )
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Liegt eine thermische Zustandsgleichung pzei, (T, ©) vor,
fiir dic gemiil Koeffizientenvergleich des totalen Differen-
tinls der freien Encrgic

of af
= gn) et () ar 3
df <(,)" )'1‘ dv + ((’)T v( (13)
mit Gleichmng (4) der Zusammenhang
oz
pucr. = _(,,,{5_1_) (14)
v 7

gilt, so knun die zweite Beziehung von (12) angewendet
werden.

Der in den Bezichungen (12) enthaltene Dampfdruck pg
bezieht sich laut (7) auf die gegebene Temperatur T und
muf sich auch mit der Zustandsgleichung

Mz
= — T v
Pd ER) ( )'Ll) T
1 4
bzw. (15)
pa = pzer (T, v1)
fiir siedende Fliissigkeit und
Ofwir
Pd = — [TU (7, LE)]T
(16)
bzw.

pa = preL (T, vg)

fiir trocken gesittigten Daumpf berechnen lassen. Damit
stehen fiir die drei Unbekannten pg, 1 und vg drei Gleichun-
gen (12)/(15)/(16) zur Berechnung bereit,

Demgegeniiber werden als gegebene Gréflen in Zustands-
gleichungen vor allem fiir energietechnische Berechnungen
die leicht zuginglichen Gréflen Druck und Temperatur bhe-
vorzugt. Neben der thermischen Zustandsgleichung in
technischer Formulierung v = vgar (p, T) kommt die zuge-
horige Potentialfunktion g = gzer (p, T) zur Anwen-
dung. In Anbetracht der Tatsache, dal} hierbei Fliissigkeits-
und Gasbereich mit unterschiedlichen Gleichungen beschrie-
ben werden miisse, ist zur Berechnung des Dampfdruckes
pa vus einer vorgegebenen Temperatur 7' Gleichung (10)
des Bildes 2 in der Form

g¢ 261 (T, pa) = g1z (T, i) amn

anzuwenden. Da jedoch fur die wenigen in der Knergietech-
nik verwendeten Arbeitsstoffe separate Dampfdruckfunk-
tionen mit hoher Genauigkeit verfiigbar sind, hat diese
Berechnungsméglichkeit keine praktische Bedeutung er-
langt.

Zustandsgleichung und Maxwell-Kriterium

Zundchst erfolglos hatte man scit der Entdeckung des
Gleichgewichtskriterinms  durch Marwell innmer wieder
versucht, mit neu aufgestellten lestun(]sglei(-hlmgt'u die
Nittigungsgrofien iber dieses Gesetz zu berechnen. Der
Grund hierfiir war, daB bekanntlich einer Zustandsglei-
chung nicht mebhr Informationen entnommen werden kon-
nen, als bei ihrer Aufstellung ausdriicklich heriicksichtigt
wurden |10, 11, 12, 21]. Das heiflt, die so berechneten Werte
fiir den Dampfdruck und die Grenzkurvenvolumine hingen
nach (12)/(15)/(16) vom Modellfehler der Zustandsgleichung
in Lezug auf die Darstellung der Differenz der freien Ener-
gien und deren Volumenableitungen ab. Oft lieferten die
verwendeten Beziehungen im iiberhitzten Dampfgebiet
recht genaue Ergebnisse, versagten aber véllig in den
Gleichgewichtsberechnungen auf Grund unzulissiger Unge-
nauigkeiten im Fliissigkeitsgebiet, insbesondere auf der
Siedelinie.

Die mit der Entwicklung der Rechentechnik einhergehen-
den Fortschritte auf dem Gebiet der numerischen Mathe-
matik erlauben es seit den siebziger Jahren, bei der Auf-
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stellung von Zustandsgleichungen auch an der Approximn-
tion nicht dirckt beteiligto GroBlen. so zom Beispiel Siede-
temperatur und -druck, mit einzubezichen [18]. Mit der
gleichzeitigen Mntwicklung weit leistungsfdhigerer Regres-
sionsverfuhiren wareu damit die Voraussctzungen gogeben,
schr genaite Zustandsgleichungen, zuniichst fur die wich-
tigsten reinen Stoffe, zu schaffen. Sic gestatten heute, mit
Hilfe des Marwell-Kriterinums anch die Sdttigungsgrofden
innerhally der Mefigenauigkeit zu herechnen. Man orientiert.
sich vor allem auf die bereits cerwithnten thermodynami-
schen Potentialfunktionen als zu approxinicerende Ansétze,
hauptsdchlich auf die freic Iinergie. Beispicle fiir solche
umfassenden kanonischen Zustandsgleichungen, die den
gesumten fluiden Zustandsbereich erfassen, sind die von
Wagner fiir Stickstoff [10], von Bender fiir Methan [11], von
Sehmidt fur Sauerstoff [19] und schlielilich von Keenan u. a.
[4] sowie von Pollak [5] fiir Wasser entwickelten Beziehun-
gen.

Liin herausragendes Beispiel fiir cine kanonische Zustands-
gleichung { = f (T, v} héchster Genauigkeit, auch in ihren
ersten und zweiten Ableitungen, stellt die von Haar, Gal-
lagher und Kell [7] vorgeschlagene Beziehung fiir Wasser
dar (ebenfalls in [8] und [20] enthalten). Auf der 10. Was-
serdampftafelkonferenz 1984 konnte ihr der Status einer
international verbindlichen Formulierung fiir wissenschaft-
lichen und generellen Gebrauch?) zuerkannt werden. Abge-
sehen von ihrer unmittelbar praktischen Bedeutuny ist
diese Gleichung von fundamentalem Interesse, da

1. ein sehr groBer Zustandshercich 0 <7 ¢ <~ 1000 °C und
0 < p 71000 MPa auch in den analytisch gebildeten
Differentialquotienten von eimer Gleichung duflerst
genau wiedergegeben wird und

2. die Berechnung der Séttigungsgrolien mit dem M azwell-
Kriterium zu genauesten Krgebnissen fithrt.

Diskussion bekannter Verfahren und Schluflfolgerungen
Um aus einer Zustandsgleichung p = pz¢n (T, v) bzw.
f = fzc1 (T, v) fiir eine gegebene Temperatur den Siede-
druck berechnen zu kénnen, mufl das Gleichungssystem
(12)/(15)/(16) gelést werden. Alle Verfahren zur Realisie-
rung des Ma.cwell-Kriteriumns sind LOsungsvarianten dieser
Aufgabe.

Rein analytische Lisungen scheiden wegen der zunehmen-
den Kompliziertheit der Zustandsgleichungen aus. Zur
Vollstindigkeit seien jedoch zwei Verfahren erwihnt, die
cinfachste Zustandsgleichungen auf analytischem Weg ver-
arbeiten. Plank gelang es, fir die Zustandsgleichung von
Clausius  die Sdattigungsgrollen explizit zu  berechnen.
Clausius selbst fand eine weitere Moglichkeit, aus sciner
Beziehung den Dampfdruck direkt zu erhalten. Kuenen | 1]
wies darauf hin, daB beide Verfuhren auch auf (lie van der
Waals-Gleichung auwendbar seien.

Unabhdngig vom Aufbau der betrachteten Zustandsglei-
chung sind dagegen die geometrischen Verfahren. Vorteil-
haft ist auBlerdem ihre Anschaulichkeit, withrend die ge-
ringe Genauigkeit des Ergebnisses eine praktische Nutzung
nahezu unmdéglicl macht. Umstindlich ist sicher dus Aus-
planimetrieren der Flichen A~ und A+ (Bild 1), bis die
Gleichheit hergestellt ist, Riccke schlug vor, die Beziehung
(10} fiir die Gleichheit der freien Fnthalpien auf der Ricde-
und Taulinie it einzubezichen [1]. Ein weiteres von van
der Waals konzipiertes und erstmals vou Kamerlingh-Onnes
angeweinletes Verfuhren [1] ist im Bild 3 veranschaulicht.
Ausfiihrlichere Darstellungen der analytischen und geo-
metrischen Verfahren fiir das Mawwell-Kriterium kénnen
[9] entnommen werden.

Die in Computer-Programmnien realisierten numerischen 1 er-
fahren lehnen sich zum Teil an dic geometrischen Mcethoden
an. In Bild 4 wird versucht, die in jedem Fall notwendiger-
weise iterativen Verfahren ihrer Vorgehensweise nach zu
systematisieren. Die Verbindungslinien mit zugehérigen

) Die Formulierung IAPS 1984 {7] fiir Wasser 10st den seit 1968 verbindlichien
Gleichungssatz IFC 1968 [14] ab. Fir industrielle Berechnungen bleibt weiterhin
die Formulierung IFC 1967 {13)] verbindlich.
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Pfeilen geben die Berechnungsreihenfolge der Gleichungen
(12), (15) und (16), welche die untereinander angeordnetem
Ibenen repriisenticren, im duberen lterationsschritt an.
Weist innerhalb eines Kistehens der Pfeil nach links, wird
die entsprechende Gletehung implizit benutzt, d. h. die
links vom Pfeil stehenden Groflen werden iterativ aus den
rechts stehenden ermitteltd). lIst dagegen der Pfeil nach
rechts geriehtet, werden die im linken Teld des Kiistchens
stehenden Grollen in dic jeweilige Beziehung cingesetzt uad
dic rechts stehenden explizit herechnet. Die angegebenen
Differenzgrofien D, Dy, D wurden zur Lirkiuterung der
Numerik eingefiilirt. Wéhrend sie bei Einsetzungsverfahren
nicht benoétigt werden, benutzen sie undere mathematische
Verfahren zum Abgleich.

Ein mogliches Kinsetzungsverfahren, von Bender in[11]emp-
fohlen, entspricht dem linken Fludiagramm des Bildes 4.
Fiir eine gegebene Temperatur wird zuniichst ein Startwert
fiir den Dampfdruck gebildet. Aus (15) und (12) werden
dann iterativ, hier nach Newton, die zu diesem Druck geho-
renden Grenzkurvenvolumina 1 und vg berechnet. Mit vg
erfolgt nun die Berechnung eines verbesserten Dampf-
druckes pg durch (16), der iin ndchsten Schritt wiederum
verwendet wird, um neue Volumina zu ermitteln. Dicses
Vorgehen wird wiederholt, bis keine wesentliche Verhesse-
rung des Siededruckes mehr erfolgt.

Eine zweite Variante des Einsetzungsverfahrens (im Bild 4
zweiter Berechnungsweg von links) verfolgen u. a. Wagner
110] und Rasmus [22]. Aus ecinem Anfangswert fiir den
Dampfdruck werden mit (13) und (16) die zugehorigen Vo-
humina ¢ und ¢g iterativ berechnet und danach in (12) ein-
gesetzt. Man erhilt einen verbesserten Damipfdruck, der
dann erneut verwendet wird.

Anstatt mit (12) einen neuen Dampfdruck zu berechnen,
verwenden andere Autoren. wie z. B. Huur u. a. [7], Lempe
123), Muecller [24] und Vollmer [23] mathematische Itera-
tionsverfuhren zur Berechnung der Druckkorrektur aus D.
Dieser Vorgang ist in Bild 4 im dritten Progranmmablauf
von links mit ,,Abgleich* symbolisiert. f"\quivalent dazu
kann man auch die Gleichheit der freien Enthalpien nach
(10) oder der Fugaritdten heider Grenzkurvenzustinde fiir
die Druckiteration heranziehen. In allen Fillen wird die
Nullstelle der Funktion D = D (p) gesucht (Bild 4).

Aus den vorangegangenen Betrachtungen ergeben sich fol-
gende Gesichtspunkte fiir die Entwicklung eines qualitativ
neuen Verfahrens:

1. Alle zitierten Verfahren beinhalten innerhalb der Druck-
iteration die Berechnung der Grenzkurvenvolumina mit
der Zustandsgleichung. Abgesehen von kubischen Zu-
standsgleichungen ist dafiir eine iterative Vorgehens-
weise notwendig. Das heifit, im dufleren Iterationszyklus
sind zwel weitere Tterationen verschachtelt. Einsparun-
gen an Rechenzeit erscheinen, daraus folgend, mit einem
Verfahren méglich, das diese Volunieniterationen von
vornherein ausschlief3t.

#) Bei kubischen Zustandsgleichungen kann diese Iteration entfallen.
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Bild 5. Geforderte Tterationsstartwertbereichie fiir
die bisherigen und dus neue Verfahren

2. Die Funktionstiichtigkeit der beschrichenen Verfahren
steht und filit mit der Genauigkeit des Startwertes fiir
den Druck und bei Nichtauflosbarkeit der Zustands-
gleichung zusitzlich der Grenzkurvenvolumina. insbe-
sondere bei Anndherung an den kritischen Zustand wer-
deu sehr genaue Anfaugswerte hendtigt. Recht hoch er-
scheint aber schon die soust. zu stellende Forderung, dag
der Druckstartwert zu drei Volumenlésungen fithren
muly (Bild 3). Unter diesewn Aspekt konnte auch fir
kubische Zustandsgleichungen eine andere Vorgeliens-
weise interessant werden.

Lin gegeniiber Startwertfehlern unempfindliches Ver-
fahren wiirde fiir den Praktiker erhebliche Krleichterun-
gen bringen.

. Fir die in [9] zu bearbeitende Formulierung IAPS 84 [7]
von Wasser stand eine effektive numerische Realisierung
des Mawwell-Kriterimmns im Vordergrund, die jedoch
gemil der Struktur des Stoffwert- Programmpaketes des
WB Thermodynamik [16, 26] stoffunabhiingig gestaltet
scin mufite. Entscheidend fiir die zu erreichenden Re-
chenzeiteinsparungen war auf Grund des Unmifanges und
der Kompliziertheit der Zustandsgleichung IAPS 84
eine moglichst geringe Anzahl ihrer Durchrechnungen.

Vorstellung des neuen Verfahrens
Algorithmus

Der entwickelte Algorithmus ist im Bild 4 (rechts) den im
vorangegangenen Abschnitt diskutierten Verfahren gegen-
ithergestellt. Wie ersichtlich, werden in jedem Schritt die
verbesserten Grenzkurvenvolumina direkt im Feld ,,Ab-
gleich'* ermittelt, so dal} die aufwendigen inneren Iteratio-
nen entfallen.

Im folgenden sollen die dafiir bendtigten Korrekturglei-
chungen fiir vy und vy - das Hauptergebnis dieser Arbeit —
abgeleitet werden.

Wihrend des (k)-ten lterationsschrittes wird festgestellt,
daf} die aktuellen Volumina &) und #®) fiir die vorge-
gebene Temperatur das vorliegende Gleichungssystem (12)/
(15)/(16) mit noch nicht genijgender Genauigkeit erfitllen.
U gemiill Bild 6 verhesserte Volumina fiir den (k4 1)-ten
Schritt mit

vlkrl) = (k) 4 Apgkil) (]8)
und
l-s(k‘l'l) — L‘g(k) + _\,<g(k+l) (19)

zu erhalten, wird versucht, unter Verwendung der bekann-
ten Werte des Schrittes (k) das aus (12)/(15)/(16) erhaltene
Gleichungssystem

pzor (T, v ) = pzgy (T, vg®tD) (20)
2K+
J pzar (T, v) dep
. 2 k+1)
pzcr (T, vty = (21)

L’g(k”l) — piktl)

analytisch nach vt und vgk+1) umzustellen.
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Rild 6. Veranschaulichung der Volnuenkorrekturen des neuen Verfahrens

Da dent die Koupliziertheit jeder Zustandsgleichung i
Wege steht, bietet es sich an, pzoew (7, ry durch separate
Niilierungen auf der Siede- und Taulinie und in deren Th-
gebung zu ersetzen. Verwendung finden die Tangenten an
der gegehenen Isothermen in 100 und vg®) (vgl. Bild 6).

Ihre Gleichungen lauten

pra® D (T, 0y = pro (T, 11®) + 4® (0 — k) (22)
it

I s (k) '
A = ['J—" (1, Ul)] (23)

or T

fiir die Siedelinie and
Pt KD (D, vy = prarn (1 ) + ag®) (v — vgll) (24)
mit

opra. tk) -
= [ e (1. '.g)]'r (25)

fiir dic Taulinic.

Bevor diese Funktionen in (200/(21) eingesetyt werden kén-

vnen, muld das Tutegral von (21) zerlegt werden. Man erhilt
glkn 1) oK)

£
f pzes (T, 0y Qe = | pgan (T r) dep —
oplkt1) 1'1“‘
ek ) rgtt+l)
— [ pren (T, cydrgp + f PL(-I (7, v) dry (26)

otk

Wiilirend das erste lnl‘vgl'nl der rechten Seite von (26) aus
dem (k)-ten [terationsschritt mit p) . (g — (&) be-
kanut ist, sind die restlichen beiden mit (22) und (24) be-
rechenbar.

SchhieBlich  fihrt  das Finsetzen  der Lrsatzfunktionen
PrksD (0 ), pgat® D (T, r) in die Beziehungen (20)/(21),
bei Verwendung der Vereinfachungen

vg (k)
- k T Y N
PY = T = vnk) S paon (1 v) der.
n(")
21 = pren AT, oy und  pgt® = pren (T, vg™)

zum Gleichungssystem

])l(k) + v\l(k) (rl(k*l) _— z'l(k)) = pg‘k) + “\E(k) (T'g(k+1) —’L'g(k))
(27)
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[ prOO 4 Ay (gl 1) peglk)y | (gl 1) rfkil)y =
= PR (rgtkd — ) — (k) (ke ) k)

A (epthe 1 ikl ) (it

rg'®)) +

M -ty —

Ty R

erd) — geptkl) (28)

Werden nun (27) und (28) unter Flimination von pglkit)

zusammeugefaBt and  (I8)  eingesetzt, entsteht die in
Ar® D gquadratische Gleiehung
A (Qukilyz L B(Artk- D)y 4+ (=0 (29)
mit den Koeffizienten
1
A= 5 a1k () = A 0) (30
B = a0 [pk) —~ pgth) — ag0 (10 — g (k)] (31)
1
C o= agl) (oK) — rgtk)) . (B0 — p0y 4 . (1) — pgtky2
(32)

Uin das richitige Vorzeichen der Losung

(kil) B 3
A?_x = — ’*.2*‘ }/.I.J (';'s)
mit
y 1 B2 & .

T (34)
zu ermitteln, wird (33) unter Zuhilfenahme von (27) und
(18) in

k) — ol

o (k+1) oo (k — > [
rghl) — g ktl) = + T JE (35)

uberfiithrt. Da die Differenz vyfk+1) — 4;)(+1) in jedem Falle
positiv sein muB}, ergibt sich die sinnvolle Lésung fur
Ap ki) indem das Vorzeichen von VEASO gewihlt wird,
daf} die rechte Seite von (35) positiv wird.

Diie endgiiltige Losungsformel fiir die iin (k+ 1)-ten Schritt
vorzunehmende Korrektur von 7 lautet somit

1 B x1K) — g (K)
Arlel) — 5 + sign (_L, o8 ) "/

_— (36)

mit A nach (30), B nach (31) und E nach (34).
Aus (27) erhdlt man mit dieser Losung unter Beachtung
vou (19)

PR — 0 AL Atk D
Y (37}

Argthel) =

Die enthaltenen Anstiege der Hilfstangenten kiunen prak-
tisch unter Zuhilfenahme des (k — 1)-ten Iterationsschrittes
aus bereits herechuneten GroBen iiber

yitK) — gy (k1)
i P1

K) — ~— = 38
M o kD (38)
und

1‘3“") — pglk

K = —_fE .
aglk) = S ——re 1 (39)
nitherungsweise herechnet werden.

T ersten Schritt haben sich die formulen Korrekturen

1® = 0,999 . v,V (40)
vg® = 1,001 - rg) (41)
fur (38) und (39) bewiihrt, wobei die mit dem Zeiger (1)
gekennzeichneten Volumina die noch zu erlduternden

lterationsstartwerte darstellen. Aus den neuen Werten fiir
ekt und gkt werden nun, wie im Bild 4 veranschau-
licht, mit (12)/(15)/(16) p+1), pytkt) und pgtk+1) berechnet.
Entsprechen die relativen Abweichungen noch nicht den
gewiinschten, wird der Zyklus erneut, beginnend mit der
Korrektur der Grenzkurvenvolumina, durchlaufen.
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fart t- .
bsenzfiemirng zugrundeliegendes Modell nach [26]
zu berechnende Grofe Abbruchkriterium 1.1 (np—
pla py'=pe(T)  |August- [T Tut 'NPa=1NPur | 7R, v Néherung
—_—- 1\ <€ Gleichung (1 __1  Inpy-Inp,, ‘ }
pd pu\ T Tqrip d p 04
Vllk”l mit Tkri': 6710,27 K
v — 1| =€ Tirip= 273,16 K irip
Vi Pirit= 221,15 bar T ]
(ke 1) p!rip: 6'1'10v3 bar " T
= fir Wasser Néherung
Vg Tl =t T
Yy m ) ! P L A
Vi =V () ideale Vi~ Virip™ KT 'Ttrip) 1led p:const T
Tafel I (obrn). Abbruchkriterien fir den Abgleich Flussigkeit ) 2 m3 '
der Tteration mit dem nenen Verfahren mit K=4,8-10 koK
fir Wasser W&
T -
" -
M) .
Vg =vg Ip,T)|ideales vy =R-T
‘ s Gas P gp v, logg— T:con{t .
(log +log =— we| | ket S Ndherung
Picrit Merit X
= log Rl Py
Pt Viri
mit R=0,462 _KJ_kg-K
Tafel 2 (rechts), Iterationsstartwertberechnung fir Wasser L v
fiir das neue Yerfahren 9 log Vit

Abgleich der Iteration

Naheliegend wiire es, die Grenzlkurvenvolumina so lange zu
verbessern, his die Driicke p, py nnd pg in einer geforderten
Genauigkeit ¢ iibereinstinmmen. Die widhrend der Anwen-
dung des vorgestellten Verfahrens gewonnenen Erfahrun-
gen fithrten demgegeniiber zu den in Tafel 1 aufgefiihrten
Abbruehkriterien in Abhiingigkeit von der zu berechnenden
GroBe. Fine ausfiihrliche Ableitung und Begriindung ist
[9] zu entnehinen.

Im Prinzip gilt auch hier die Regel, daf3 alle GréGen, die
ermittelt werden sollen, auf Genauigkeit gepriift werden
miissen.

Iterationsstariwerte

Mit dem Ziel, das vorgestellte Verfahren schunell anf ver-
schiedene Stoffe bzw. Zustandsgleichungen anwenden zu
kénnen, werden die in Tafel 2 dargestellten einfachsten
Gesetzmiilligkeiten herangezogen [26]. Die Konvergenz
des angegebenen Algorithmus ist {iber den gesamten Zu-
standsbereich hinweg mit diesen Néherungen gewéhrleistet.

Anwendung auf die Zustandsgleichung IAPS 84

Um die Effektivitit des neuen Verfahrens nachzuweisen,
wurden direkte Vergleichsrechnungen zu dem in [7] ange-
gebenen Ldsungsalgorithmus fiir das A axwell-Kriterium
durchgefithrt. Die Gegeniiberstellung erfolgte an Hand der
Ermittlung des Dampfdruckes aus einer gegebenen Tempe-
ratur mit der Zustandsgleichung TAPS 84 fiir Wasser.

Testrechnungen ergaben, dafl mit dem neuen Verfahren
mindestens 30%,, aber mit Anndherung an die Tripeltempe-
ratur bis zu 602, Rechenzeit eingespart werden. Dieses
Ergebnis wurde erzielt, obwohl die Vergleichsversion mit
einer Startwertnidherung von unter 0,01°; fiir den Siede-
druck arbeitet, wihrend das vorgestellte Verfahren mit den
oben angegebenen groben Niherungen anskomien muflte.
Hervorzuheben ist die starke Konvergenz des neuen Ver-
fahrens, die sich vor allem bei hohen Genauigkeitsforde-
rungen bemerkbar macht.

Anwendung auf kubische Zustandsgleichungen

Ein breites Anwendungsfeld fiir das neue Verfahren sind
auch die hauptsiichlich in der Modellierung stoffwandelnder
Prozesse verwendeten kubischen Zustandsgleichungen. Ge-
testet wurden u. a. die Beziehungen von van der Waals,
Redlich-Kwong, Soave und Peng- Robinson.
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Abweichend von der dargestellten Startwertherechnung bei
komplizierten Zustandsgleichungen sind die Erfordernisse
und Méglichkeiten kubischer Zustandsgleichungen. s kann
vor allem von einer expliziten Auflésharkeit der Gleichun-
gen ausgegangen werden.

Diese Tatsache bedeutet eine Herausforderung an das neue
Verfahren, ermdiglicht aber, wie noch gezeigt wird, eine
Startwertberechnung, die auf die Angabe eines Siede-
druckes villig verzichten kann. Unter dem Aspekt, dab fiir
eine Vielzahl von Stoffen keine genanen Kenntnisse tiber
die zur Zustandsgleichung gehérende Dampfdruckfunktion
vorhanden sind, riickt das vorgestellte Verfahren auch fiir
diese Anwendungsfiille in den Vordergrund.

Bild 5 zeigt, daB fiir die Funktionsfithigkeit des neuen Ver-
fahrens die Startwerte lediglich nicht innerhalb der Spino-
dale liegen diirfen.

Es wird daher vorgeschlagen, den Anfangswert fur das
Siedelinienvolumen mit der explizit nmgestellten Zustands-
gleichung

1 = vz (Prrit, T) (42)

zu berechnen. Das zugehorige Gasvolumen wird zweck-
mifligerweise nun direkt aus dem mit (42) berechneten
Wert iiber die Beziehung

(Pkrit — b)? )
vgl) = T +b (43)
berecchnet, wobei b die bekannte, aus den kritischen Daten
berechenbare Konstante der cingesetzten Zustandsglei-
chung darstellt [27]. Die ausfiihrliche Herleitung von (43)
kann [9] entnommen werden. Besonders bei reduzierten
Temperaturen Ty > 0,8 empfichlt es sich, auf (43) zuriick-
zugreifen, wiithrend darunter die Tdealgasgleichung (vgl.
Tafel 2) genauere Werte liefert.
Trotzdem lagen in allen untersuchiten Fiillen die mit (42)
und (43) berechneten Volumina im erforderlichen Bereich
(Bild 5), so daB eine sichere Funktion des ncuen Verfahrens
fiir kubische Zustandsgleichungen garantiert ist.
Die Realisierung des neuen Verfahrens in Verbindung mit
kubischen Zustandsgleichungen zeigt in einer (bersicht der
Programmablaufplan des Bildes 7. Ausgchend von einer
gegebenen Temperatur 7' werden der zugehorige Siede-
druck p sowie gleichzeitig die Grenzkurvenvolumina v; und
vy iterativ berechnet. Dargestellt sind Startwertberechnung
und (k)-ter Tterationsschritt.
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Vorgobe von T

" _
. VI ZGL (pkrlt‘T)
Iterationsstartwerte
(1)_(Vkrn'b)2
9 'v”’ -b
(0)_ 0999 v“'
: 1,001 V

0)_ szL(T V(O))

+b

(

I
p(O) pZGL(T V(OI)
m (1]
P = pZGL(T Y )
pm_ pz L(T v“))

v“’

=
R= (1L o ‘pza(TV) dv,
|

3]

k=0

b

K =:|«.1
(k) p(K) -

o, =
|
V(KI) V

Iterationszykius

(-1}
(-1}

) _ (k-1
k) Py ~Pg
(K] _y (k1)
Yo Ve
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@) (Xg

K _ (k) (K} (ke1)
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)
|
VI Ly Ayl
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g
L
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(kaﬂ = Pss ( (koﬂ)
1 (bm]
— (K41}
TV T YT ] pch(T'V) dv;
5 W SR
1
nein
D
ja

Ende der Iteration

Bild 7. Realisierung des neuen Verfahrens fiir kubisclic Zustandsgleichungen
(In der 9. Gleichung von oben mug es im Nenner Korrekt vg(1) — (1) und in
der 14. Gleichung im Zihler x)(K) — x5(K) Jauten.)

Tafel 3 cnthillt ein konkretes Zahlenbeispiel, berechnet
mit der reduzierten Peng- Robinson-Gleichung nach Bild 7.
Die Abbruchgenauigkeitsschranke & gemil3 Tafel 1 be-
triigt 0,000001. Interessant sind die unterschiedlichen Zeit-
punkte fiir das Erreichen der vorgegebenen Iterations-
genauigkeit der drei GroBen. Wiihrend das Siedelinienvolu-
men hereits iin sechsten Schritt seinen Wert nicht mehr
verindert, erreicht der Dampfdruck im achten und das
Taulinienvolumen erst im zehnten Schritt die geforderte
Genauigkeit. Das heif3t, je nach zu berechnender Grifle
kénnte der Zyklus schon zuvor abgebrochen werden. Die
zitierte Stabilitit des Verfahrens tritt hier in der funktio-
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Tafel 3, Zahlenbeispiel {fir den lterationsablauf mit der Peng- Robinson-
Gleichung

T.=0,7, w =0,5, Abbruchschranke £=0,000001

Iterotions - k) LY} = (K)
sSh?it? k) Yrt Vre Py
{r) n
1 0,318834 873870 -0,228430
2 0,321910 24,7573 0.000524464
3 0,321957 44,5150 0.0280843
4 0.321936 54,8918 0,0310172
5 0,321930 64,2564 0.0318328
6 0,321930 67,7946 0.0318996
7 0,321930 68,5593 0.0319018
8 0,321930 68,6085 0.0319018
9 0.321930 68,6091 0.0319018
10 0,321930 68,6091 0,0319018 .
ReT  a llem{1-yT )PP

P = - br i V,-(V,-+b,.]+b,-[v,.-b,-)

mit m=0,37464+1,54226w - 0,26992 w?
a,= 4.83879

b,= 0,253090
Re= 3,25309

* \terationsstartwerte nach 142) und (43)

nierenden Konvergenz trotz des sehir ungenanen Startwer-
tes fiir vy, der sogar zu einem negativen Dumpfldruck
fiilirt, zutage. Genanere Ausfiihrungen zu Konvergenz und
Stabihitiit sind wiederuin [9] zu entnehmen.

Folgende SchluBfolgerungen kénnen aus der Anwendung
des nenen Verfahrens anf kubische Zustandsgleichungen
gerzogen werden:

1. In Verbindung mit den ans (42) und (43) berechneten
Startwerten wird eine sichere Konvergenz des Verfah-
rens garantiert. Die Bestimmung eines Startwertes fiir
den Siededruck und die damit verbundenen Probleme
entfallen.

2. Die aufwendigen Berechnungen der Grenzkurvenvolu-
mina mittels Cardanischer Formel bzw. der Methode mit
Hilfsgroflen [28] oder Iterationen innerhalb jedes Schrit-
tes der Druckiteration sind nicht mehr notwendig.

3. Mit den vor allem fiir trocken gesittigten Dampf sehr
ungenauen Iterationsstartwerten, berechnet mit (42)
und (43), bendtigt das Verfahren zwischen 5 (bei Tr =
0,95) und 15 (bei Tt = 0,45) Iterationsschritte. Dabei
stellt die angegebene Anfangswertberechnung in bezug
auf die Genauigkeit sicher eine ,,Minimalvariante‘‘ dar.

4. Das Verfahren arbeitet fiir reduzierte Temperaturen bis
zu 0,999 in der im Bild 7 angegebenen Forin numerisch
stabil. Die Stabilitit kann aber auch dariiber hinaus mit
den in [9] angegebenen Modifikationen erreicht werden.

Nomenklatur
7 spezifische freie Energie

g gpezifische freie Enthalpie
3 spezifische Enthalpie

7 Druck
q
8
T

spezifische Wirme
spezifische Entropie

Temperatur
u spezifische innere Energie
? spezifisches Volumen
R spezifische Reibungsarheit
z Dampfanteil

[ €'p

x Differentialqguotient (H
w azentrischer Faktor

Indices und Zeiger

d Séttigungszustand

[] Zustand trocken gesittigten Dampfes
krit kritischer Zustand

1 Zustand siedender Fliissigkeit

r auf kritischen Zustand reduziert

trip Tripelzustand

ZGL Zustandsgleichung

(k) (k)-ter Tterationsschritt
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