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A }, s t l'l1<' t, 
Hllserl on rllllllUl1ywis 0/ knoll'l~ I/Ictlwrl,,/vr 1I8'iny thc 1I111xwell 
rritcrion tu wlclllate plwsc e'111i1ibr'~um rlata /rom an c'1ufltion 
v/ state, a /lew pTocc,znre is dcrh·ed. In e1'C1'y iterat'ion stcIJ 
tlCO strair/ht li nc /unctions flppro.cimnting the top'ical isotherm 
in l'i'1uirl ([nd yaseous state are lIsed, 80, explicite solutions /01' 
ünprul'erl 1'olwl/lcs are pr('sent /or alt erJuations 0/ state. No 
start "alue lor 'va]J{Jur pr('ss1lre is needed. Initial volnme8 
may be ('aln/lated /rom criticr/l parameter valucs, llsing the 
erJwltion 0/ "tate. 

Die 187:{ VOll wn der Jraals \'eröffentlichte ..berühmte" 
Zustandsgleichung wurde in den folgenden Jahren zum 
Gegenstand intensiver thermodynamischer l.' ntersuchun­
gen, Maxwell stellte 1875 LUlll Beispiel Beziehullgen zusam­
11Iell, mit rlel't'n Hilfe die ~ättigungsgrößcn aus dieser Zu­
standsgleichllllg berechenbar seil1ll1üßten [I]. Sie repräsen­
tierf'1l hellte rias nach dem Entdecker benannte Kriterium. 
Bild 1 zeigt in einpm ]J,v-Diagrallllll die graphische Inter­
pretation ries A[((.nccll-Kriteriums. Bekanntlich ergibt sich 
für eine gegebene Temperatur der zugehörige Siededruck 
alls der Edüllung der veranschaulichten Flächengleichheit. 
\'oraussetzung für eine praktische Umsetzung ist, wie er­
sichtlich, die Exist,enz einer Zustandsgleichung, flie zumin­
dest qualitativ einen solchen Isothermenverlal1f wieder­
gibt, 
Den Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit [9J bildete die 
Notwendigkeit, für die neue genalleste Zustandsgleichung 
JAPS 8·1 [7J von \Vasspr das J1f/,<'u'ell-Kriterium zur Berech­
nung der Dampfdruckfunktion zu realisieren. Sollte diese 
Gleichung überhaupt für technische Berechnungen zugäng­
lich gemacht werden, so miißt,e auf jeden Fall hierfür ein 
effektive", LiiHllngS\erfuhren gefunden werden. 

Gleichgewichtsbedingungen und Maxwell-Kriterium 
Für ein therlllodynamisches System mit einem reinen Bloff 
>lind im Gleidlgewieht erfahrungsgemäß stet·s 

der erste und zweite Hauptsatz der Thermodynamik 
- das mechaniscllf' Gleichgewicht 
- das thermische Gleichgewicht. 

erfüllt.
 

Der Ableitung der Beziehungen für das Phasengleichge­

wicht Flüssigkeit-Dampf sind in Bild 2 die mllthema­

') Korrespondenzautor; Anschrift: Dipl,-Ing, Tobi<ls Zachunke, Tecbnisdjc 
Universität Dres,!en, Sektion Energieumwandlung, Wissenschaftsbereich Ther­
modynamik, lIIoltllllsenstr. 13, Dresden, D1JR-8027. 
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Bild 1 (links). Geometrische Veranschaulichung des Maxwell-Kriteriums 
BUd 3 (rechts). Das geometrische Lösungsverfahren nach Kamerlin(JIt·Onnes 
und van der Waals 
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t,iRd",n Formulierungen ,lps (,J'stcn (I) und zweit.('n Haupt­
satzes (2) \"<Jl'f1ngestellt.. Das [':imictzpn VOll (I) in (2) führt 
zur Gipidlllng (:1) in der linken Hällie des Bildes 2. Unter 
Anwendung tipI' ::Uultiplikatiollsl'egcl d(p' 1') = p,h' + relp 
bzw. cl ('Z'. s) = Td" + 8d '1' liißt sich (:1) in die drei äquiva­
lenten FOl'lllPn (4), (ö) und (li), jeweils pine weitere Säule 
bildend, lImfonnen. Dabei kommen dip Definitionen der 
freien Energie / = 'LL - '1'. 8, der Enthalpie h = u + p' 'V 

und der freien Enthalpie g = h - '1'. 8, in spezifischer 
Form geschrieben, zur Anwendung [29J. 

Beim Phaspnübergang findet. unter Energieallstausch mit 
der Umgebung eine Verschiebung des :\'Iasseverhältnisses 
z. B. von flüssiger und gasförmiger Phase statt. Der Zustand 
beider Phasen an sieh bleibt, falls eine ljuasist,atische Zu­
standsänderung vOl'ausgesetzt wird, bestehen. Es gilt 

Tl = Tg = '1' 1 
und ( 7) 
PI = pg = Pd('1'). J 

Berücksichtigt mall diese Gesetzmäßigkeiten bei der Inte­
gration von (:1) bis (6), so erhält man die Endgleichungen (8) 
bis (1 T) in Bild 2. Sie stellen gemäf3 erstem und Lweitem 
Hauptsatz in Verbindung mit (7) exakte Verknüpfungen 
der Zustandsgrößen der im Gleichgewicht koexistierenden 
Phasen untereinander dar und sind somit \'erschie,lene 
Schreibweisen fiir das Maxwell-Kriterium. 

Bild 2. Thermodynamische Differenlialgleielmngcn für den isobaren Phasen­
übergang ßüssig-ga~förmig 

Gebräuchlieh als Vnabhängige in Zustandsgleichungen sind 
vor allem Temperatur und Y olull1en. Diese als physikali8che 
j1'''J'/llIIlieru/I(f bezeichneten Beziehungen haben den Vorteil, 
daß der gesal1lte fluide Zustandsbereich mit nur einer Glei­
chung beschreibbar ist. Der Berechnung des Phasengleich­
gewichtes muß in diesem Fall die Beziehung (9) des Bildes 2 
zugrunde gelegt werden, 

Die Differenz der freien Energien läßt sich durch /g - h = 
/ZGL ('1', 'Vg) - !zUL ('1', vJl beschreiben, wobei der Index 
ZGL auf die einzusetzende Zustandsgleichung hinweist. Da­
mit erhält man eine übliche Form des .11'l.ru·ell-Kriteriul1ls 

!zGL (T, vg) - /ZGL (T, q) = -Pd ('l'g - "I) 

bzw. 1 (12) 
Vg 

f PWL (T, v) dVT 
t7l 

= Pd( V g - 1'1) 
J 

Hl9 



Lif'gt l'ino thl'rmisphe Zustandsgh'iehung l'ZG I, (7', r) vor. 
fiir dip gl'müß Koeffizientenvergleieh des t.otalen DitTerpn· 
t i,l1fl <l('r frpien Energil' 

dl	 = ( iJ)' I) du + ('U'lf,) ,I '/' ( I :1) 
(I' l' iJ v 

Init Ukichllng (4) dl'l' ZusulIllnenhllng 

_ ( iJ~~;!,_)	 (14 )PZI:L = 
i)u l' 

gilt" fit) 1wnu die zweite lk:lif'hung von (12) ungewelHlet 
wl'l'(1l'n,
 

J)er in <1"n Hezidlllngl'n (12) enthultene Dumpfdruck 1'<1
 
!I('zidll, sich luut (7) Iluf die gl'ge!Jl'lw Temperatur l' und
 
muß fliph auch mit dpl' Zustandsgll'iehung '.
 

r Ö!zGL (1' )]1'<1 = - -,- ,'VI
Öl' T 

(15) 
In \\' . }
 
Pd	 = jlz,: L ('/', vJ) 

für sif'del1l1e Flüssigkeit und 

[iJ!z':J' ('1' ]Pd = - ----;;- , I,'g)
V l' 1
 (lti) 

Inw. 

1)<1 = jlZ(,L (T, I'g) f 

für trocken gesättigten Dampf berechnen lassen. Danlit 
stehen für die drei Unbekannten pd, VI und Vg drei Glpil'hun· 
gen (12)/(15)/(16) zur Bpreehnung bpreit. 

Demgegenübf'r werden als gegebene Größen in Zustands· 
gleil'hungen vor allpm für energietechnische Berechnungen 
die leicht zugiingliehpn Größen Druck und Temperatur be· 
vorzugt. K ebpn der thermischen Zustandsgleichung in 
tcchnischcr Pormulic1"1wg v = l'ZGL (1', 1') kommt die zugf" 
hörige Potf'ntialfunktion g = gZGL (1', 1') zur Anwen· 
dung. In Anl,et,raeht der Tatsache, daß hierbpi Flüssigkeits. 
und Gasbcreif'h mit untersehiedliphen Glf'ichungen bpschrie· 
ben wf'rden müsseu, ist zur Berechnung dl's Dampfdruckes 
11,1 ans f'iner vorgegebenen Temperatur 'I' Gleichung (10) 
dl's Bildes 2 in der Form 

Yg Z(,L (T, ]1d) = !/l Z':L (1',1'.1)	 ( 17) 

anzuwenden. Da jedoch für die wenigen in der Energietel'h. 
nik verwendetf'n Al'!witsstoffe separate Dllmpfdruekfunk. 
tiOllen mit hohel' Genauigkeit verfügbar sind. hat diese 
Bercehnungslllögliehkeit kl'inc pruktische Bpdeutung er· 
hlllgt.. 

Zustandsgleichung und Maxwell-Kriterium 
Zunächst, l'rfolglos huttl' lIIall s"it, der Entdeckung ,Il's 
GIl'iehgewi"htskrij,prillllls durl'h .Uluu'ell innuer wi"der 
\'cr8u"llt, llIit nell ullfgl'stelltl'n Zustundsglciehllllgl'll die 
:-;iitt igungsgröl.1l'n ii 1)("1' dil'sl's Gl'sct z ~u !Jprf'ehnen. 1),,1' 
Grulltl hierL'iir wur, daß bekauntlich l'im'r Zllstandsglci­
"hung nieht mehr Inforlllatiouen entnolnnWIl werden köu· 
nPII, uls Iwi ihrer Aufstellung ausdriicklieh lJerücksi"ht.igt 
wllrden LIO, 11, 12,21]. Das hei!3t, die so berechneten "'crtl' 
für den Dampfdruek und die Grenzkllrvenvolulllina hiillgen 
nueh ( 12)/( 15 )/( I ö) VOIll MOf1ellfehler der Zustall<lsglpiehung 
in bf'zug auf die Dlll'stellung der Differenz der freien Ener· 
gien und deren Volumena,bleitungen ab. Oft lieferten die 
verwendeten Beziehungen im überhitzten Dampfgehiet 
recht genaue Ergebnisse, versagten aber völlig in den 
Glcichgewichtsberechnungen auf Grund unzulässiger Unge, 
nauigkei~en im Fliissigkeitsgebiet, insbesondere auf der 
Siedelinie. 

Die mit der Entwicklung der Rechentechnik einhergehen. 
den Fortschritte Buf dem Gebiet der numerischen Mathe· 
nll\tik erlauben es seit den siebziger Jahren, bei der Auf· 
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stellullg von Zustmllls~ll'iehung"llIII1"h ILII dpr Approxinm· 
tion nicht <lirnkt beteiligto Größnn. so Zlllil H(~iHpilll ::-;ie<l,·· 
temppratllr lind ·dl'lwk, ruit ninzulH'ziPll('n LI !olJ. Mit, <11'1' 

gleichzeitigen Entwickluug weit Ipi,.;tllngsfähigpl'I'r !tngl'PH­
siolll!vl'rfuhren WlLrell damit <lin Yorum's(·tzungPII gegeben, 
seh,' gl'lIalW Zllstandsgleichllllgt'n, zuniiehst für die wkh­
tigsten reinen 1~1toffe, 7.11 schaffen. :Sie g"statten Iwute, llIit. 
Hilfe des Maxwell·Kriteriums aneh die ::läLtigungsgrö13en 
innerhalh der Mef.lgenauigkl'it zu IJf'I'l'ehnen. :\1an orientiert, 
sich vor allPIIl auf die hl'reits erwiilllll,pn therlllod,\"IlUllli. 
schpn Pot'l'lltialflln!<t.ionen IIls zu IIpproxilllim'nlllln Ansätze, 
huupt Hii"hli"h auf die frpie Energie, H"ispieh' für sold\() 
umfllsHend"n kunonischl'n Zustunosgleiehllngen, ,Iie den 
gl'slllllten fluiden Zustandsbm'eieh prfassen, sind die von 
IVayncr für Stickstoff [10], von Hendel' für j\Jpthan [11], von 
Scltmidt für Sauerst,off [19] und sehlipl.1lieh von 1\eenan u. a. 
[4] sowie von Poltak [Ii] für Wasser ellt.wiekeltclI 11,)ziehun· 
gen, 

Ein hel'llusrugendes Beispiel fiir einl' kunonillehe Zustands· 
gleiehung f = f (1', v) höehllter Genauigkeit, auch in ihren 
f rstl'n und 7-weiten Ableitungen, stellt. die von Haar, Gal· 
ltlrlher und Kclt [7J vorgeschlagene Be:liehung für \Vasser 
dur (ebenfulls in [8J uno [20] enthalten). Auf ,If'r 10. Was· 
serdulllpftufl'lkonferen~ 1984 konnte ihr dl'r ~tutl1S einer 
internat,ionlll verbindlidlCn Formulierung für wissens"hafL· 
liehf'1I und generellen Gebruueh2 ) :luerkullnt werden. Abge­
Hehen von ihrer unmit,tellmr praktischen Bedeut.ung ist 
dipHe Gleiehung \'on fundllmentalem Int,eresse, ,lu 

1.	 ein sehr großer Zustundsl)('n~i('h 0 :,' t :::.: 1000 °C und 
o :.::; l' :::.:: 1000 :\IPa uueh ill den anulytiseh gl'hikleten 
Differentiahjuotienten von einer Gleiehullg äußerst 
genuu wiedergegeben wird und 

2.	 die Berechnung der Sättigungsgröl.len mit dem Maxwell· 
Kriterium zu genauest.en Ergehnissl'1l führt. 

Diskussion bekannter Verfahren und Schlußfolgerungen 
LIII aus einer Zustandsgleichung P = PZUL (1', v) bzw. 
f = fZGL (1', v) für eim' gegebene Tf'mperatur oen Sif'df" 
druck berechnen zu können, muß ,las Gleiehungssystl'1Il 
(12)/(IIi)/(I6) gelöst werden. Alle Verfahren wr Healisie· 
rung dl's Nla.cwell·Kriteriums sind Lösungsvluianten rlieser 
Aufgahl'. 

Rein analytische Lösungen scheiden wegen dl'r :lunehmen­
den Kompliziertheit d"r ZustaIHlsglf'ichllngl'n aus. Zur 
Vollständigkeit seien jedoeh zWl'i Verfuhren "I'wähnt, die 
l'illfueh,.;te Zustandsgleiehungell I~uf unalyt isehelll \\'eg vel'­
arbeiten. Plank gelang ps, für die Zust ullllsgh'iehung Hili 

Cluus'ius die ~ättigl\ngsgröl.len explizit zu herf'"hllell. 
Clau.~ills selbst fand l'ille wpitere .\Iöglichkf'it, aus seinf'l' 
Beziehung den Dampfdruck dir'ekt :l\l erllldtf'11. 1\ Ilenen 11 J 
wies durauf hin, daß bpide Yerfuhren auch uul' die l'lln rier 
IVaals·Gleichung anwend bar seien. 

Unabhällgig VOUI Aufbllu der betrachteten Zustandsglei. 
"hung sind dagegell die yeometrischen Verfahren. Vorteil· 
hilft ist außerdell1 ihl'c Anschaulichkeit, wiihl'l'IHI di., g'~' 

ringe Genauigkl'it dl's Ergebnissps einp prukLisl'he X ut:lung 
nahezu unmöglie!i IlIaeht, 'L'mHtiindlieh ist sich"I' dlls Am;­
planinlf'trieren d"r Flii"hen A - ull,1 A i- (Hil,1 I), bis dil' 
GIl'iehheit h"l'gestellt ist, Hied'c ,whlug vor, die Re:liehung 
(10) für ,Iie Glf'ichheit ,leI' freien Enthalpil'n auf der ~il'rlp­


und Taulillie mit ein:lubl'zil'hl'n LI j, Ein \\""iterl's VOll 1:lIn
 
der Wanls konzipil'l'tes ullll erstlllllis VOll }{lIltlcrlillyh.(jnlles
 
angewelldetes \' ('rfuhren [I] ist im Bild :l vl'mm",haulich t.
 

Ausführlichl're Darstl'lhlllgell der anl1lytisehen und geo·
 
metrillehen Verfahren für das JIII,rwell·KritpriullI können
 
[9] entnommen werden.
 
Die in COlllputer.Programmen realisierten numerischen F er·
 
fuhren lehnen sich zum Teil an die geometrischen "lcthoden
 
an. In Bild 4 wird versucht, die in jedem Fall notwendiger.
 
weise iterativen Verfahren ihrer Vorgehensweise na('h zu
 
systematisieren. Die Verbindungslinien mit zugehörigen
 

') Die Formulierung IAPS 1984 [7J für Wasser lö.t den seit 1968 "erbindliclten 
Gleichungssatz IFC J968 [14J ab. Für industrielle Berechnungen bleibt weiterhin 
die Formulierung IFC 1967 [13] yerbindlich. 
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Jlild 1. Gegf'lliihen,t f'lInng mimeriseher I~ö:mnu:o;vcrfu.hren für das iU(lXU'f'/l-Kriterium 

YII1l VgfTl Y­

rllld S. lirforderte lterationHHtartwertbereiche für 
die biHlwrigeli und dll~ lieue Verfa.hren 

Pfeil"n gf'i,en die Hcrl'chnungsrpihenfolge der Gleichungl'n 
(12), (I!"j) und (Ili), welche tlip untereinander angpordnet em 
Ebellell J'(·prüscnt.i"ren, illl üul.ler('11 I tpnlf,ionH!whritt 1111. 
\Vl'isf, inllerhalh eillcs Kiistf'ilCns der Pfeil nllch links, wird 
die pntsprcehPl1Ilc Glei('lIung impli:lit bC'nut.zt, (I. h. die 
li/d,s V(lfll l'fpiJ sll'h"'lllell Gl'iil.\l'1I werden itl~rlitiv ans den 
I'P<,ht8 Htehendpn t'rlltitte](3). 1st dagt'gl'n der I'fPiI 1I>1.I'h 
I'e('hts gprieht,et, werden dic im linken Fehl des Kiist('hcm; 
stehpndp;l Grör,\l'II in die jeweilige Beziehung cingesctzt und 
dic J'(,.,htH Ht,Plll'ndpn c~plil:it l,crpl'hnct. Dip Itngegebelll'n 

l>iffl'I'ellzgröf.!P1I /), 01, ng wurdl'n ~ur Erliiutl'l'IIng der 
NllIlIPrik eingeflihrt.. \Vährend Hie bei Einsetzullgsverfuhren 
nicht benötigt werden, benutzen sie amIert' lllat,helllatische 
V prfllhrell ~UIII Ahgleieh. 

Eill IIlögliches Nin8etzllIl(J8I'erjahren, von Hender ill L11] elllp­
fohlt'n, cntspricht dem linken Fln13llillgramm des Bildes 4. 
Für eine gE'gebE'nE' Tpmperatur wird zunächst ein StartwE'rt 
für den Dampfdruck gebildet. Aus (15) und (12) werdE'n 
d,mn iterativ, hier nach SCll'ton, die zu diesem Druck gehö­
renden Grenzkurvenvolumina '['1 und ('g berpchnet. Mit t'g 

erfolgt nun dip Bereehnllng eines verbesserten Dampf­
druckes PI{ durch (16), der im nädlsten Schritt wiederulll 
vE'rwendet wird, um neul' Vollllllina zu E'rmitteln. Di..sE's 
Vorgehen wird wiederholt, bis kE'ine wE'spntliche V E'rl)E'ssE'­
rung des SiedE'druckl's JllE'hr erfolgt. 

Einp ~weite Variante des EillsctzungsvE'rflthrcns (im Bild 4 
zwpiter Bprt'chnungsweg VOll links) verfolgE'n u. a. Wagner 
[10] und J."/8mll" [22]. Aus p;nem AllfangswE'rt für dE'n 
Dallll'fdruck werdcn lllit (Iii) 111111 (lli) die zugehörigE'n \-0­
IlIlllina ('1 und I'g it,prativ !Jprcchnpt ullIl dlinach in (12) ein­
gesetzt. :\Jan erhält eim'n verbesserten Dalllpfdruek, der 
dann erneut verwellllet wird. 

Am;t,att mit (12) einen neuen Dalllpfdnwk zu berechnen, 
verwenden andere Autoren. wie z. B. Haar u. 11. [7], Leu/pe 
L23], l11ueller [24] uud Yolll/ler [25] ulathematische Itera­

tioll/i/'erj'lltren zur Bereehnung dE'I' Druckkorrektur IiUS b. 
l>iE'ser Vorgang ist im Bild 4 im dritteil l'rogramrnablauf 
von links Illit "Abgleieh" symbolisiert, A1luivalent dazu 
kann man auch die Gleichheit der freien Ent,halpien nach 
(10) oder Iler Fugazitäten bE'ider GrE'nzkurven<'.ustiinde für 
.Iie Druckiterat,ion hemnziehE'n. In allen Fällen wird die 

Nullstelle der Funktion Ü = fi (p) gesucht (Bild 4).
 

Aus den vorangegangenen Betrachtungen E'rgeben sich fol­

gende Gesichtspunkte für die Entwicklung eines qualitativ
 
neuen Verfahrens:
 

I,	 Alle zitiE'l'ten VerfahreIl beinhaltE'n innerhalb der Druck­
itpration die Berechnung der Grenzkurvenvolumina mit 
tIer Zustandsgleichung. Abgesehen von Imbischen Zu­
standsgleichungen ist dafür eine iterative Vorgehens­
weisE' notwendig. Das heil3t, im äußeren Iterationszyklus 
sind zwei weitere Iterationen verschachtelt. Einsparun­
gen an Rechenzeit erscheine11, daraus folgend, mit E'inem 
Verfahren möglieh, das diese Volumenit,erationen von 
vornherein ausseh ließt. 

') nei kubisehen Zustandsgleiehungen kann diese Iteration entfallen. 
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2,	 Die Funktiollstüeht.iglwit der bpsl'llriehenl'n Vcrfllhrl'n 
steht und fällt mit 1\('1' GenauiglH'it des Startwcrtes für 
den Dnwk 111111 IlPi NichtllufliiHbarkeit der Zustands­
gleiehung ~u8iit<'.Jieh 110'1' GrenZkUtTem'olnntillll, Insbe­
sOllllel'c h.. i Anniihl'l'lIng .LII den kritisdlell ZusLalld wer­
deli sehr genall .. Anfallg8werte henötigt. Hecht 1101~h pr­
seheint, aher seholl Ilie soust· zu stellcnde Fordcrung, dal3 
cler DruckHt lirtwcrt zu drei VohlIw'nlösungen führen 
IIllIf,\ (Bild 5). Gnter dieHclll Aspekt kiinnt,e lilll~h für 
kuhis<,he Zustandsgleichungen eine fLndE'rc VorgchclIS­
weise int,erpSsllnt worden, 
Eill gegpniiher ~tartwel,tfehlerll ullPmpfindliehes Ver­
fahren WÜ"<!E' für IIf'n Pl'akt iker erheblichc ErleiehtE'run­
gl'lI hringen. 

3.	 Für die in [9] zu hearIJojt,E'llIle Formulierung JAPS 84 [7] 
von \Vassel' stltnd eine effektive IIllInerische Healisiertlllg 
des llla;;'U'ell-Kriteriullls im VordE'rgrund, die jedoch 
gemäß dE'r St.ruktur dE's ~toffwert-l'rogmmmpaketes dE's 
~'B Therll1()d~'namik r16, 26] stoffllnahhiingig gestaltE't 
sein mußtp. Entscheidend für diC' zu PITl'ichemlen He­
ehenzE'iteinsparllngen wal' auf Grund des U nlfallgps und 
der Kompliziprtheit der Zusttlolldsgleiehullg JAPS 84 
E'ine möglichst geringe Anzahl ihrer Durchrl'chnungen. 

VorstelJung des neuen Verfahrens 
_Hgorithmus 

])er entwickelte Algorithmus ist im Bild 4 (rechts) den im
 
vOI'angE'gangenE'n Abschnitt diskllt.iE'rt,E'n Verfahren gegen­

iihergE'stE'llt. \"ie ersichtlich, werden in jedem ~chritt dip
 
vprbessert,en GrE'UZkUrVellvolumilltlo direkt im Feld "Ab­

gleich" ermittelt, so dalJ die aufwpndigen inneren Iteratio­

nen entfullen.
 
I m folgenden solleu die dafür henötigten Korrekturglei­

chnngell für VI uud l'g - das HauptE'rgebllis diesE'r Arbeit ­

abgeleitet werden.
 
\Vährend des (k)-ten ItE'ratiom;schl·it.tes wird festgestellt,
 
daß die aktlIellell Volulllina j'l(k) und l·g (k) für die vorge­

gebene Tem}JE'ratur das vorIipgenrle GIE'ieh ungss~'stE'lll (12)/
 
(15)/( Il.i) mit noch nidlt gE'nügE'lIder GE'nalIigkeit erfüllen.
 
Gm gemiilJ Bild 6 verhesserte Volumina fiir dE'n (k+ I)-ten
 
Schritt lIlit
 

VI(k-rl) = l'l(kJ + ~I'j(kil)	 (18) 

und 

l'g(k+l) = vglk) + ~/'g(k+l)	 ( 19) 

~u erhalten, wird verSlIeht, unt,er Verwendung der bekann­
ten WE'rte des Schrittes (k) dus aus (12)/(15)/(16) erhaltene 
Gleieh ungssystem 

pZGL (T, L'11k+l») = PZGI. (T, '.'g(k+1»)	 (20) 

"glk+ll 

f PZGL (T, v) dVT 
vj(k+1) 

PZGL (T, VI(k+l») = --;-;---C~­ (21 ) ('g(kTl) _ V](k~l) 

analyt isch nach VI(k+l) und l'glk+l) um~ustellen, 
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p/.lI lT=const,v I 

v--­

v-­
---------- ­

PmlT-const,v) 

PI'k.lIIT'consl,vl 
~ 

V,lkl 

V1 
lkl 

P
jjl kl 

Pglkl 

----~---

Ip
I 

lkl .---/Pml T-const,v I 

VI,k.lI v_ Vg'k.ll 

lJiltl G. \'t'rall~('llau]khung (ler VU1Ulllellkorrektnn~1l(h':, neUCll '·f'rfahrens 

Da .1"111 di,· KOIJlplizil'l'tlteit jelle!' Zl1"tanJsgleiehling illl 
\YPg<' stpht, bi,'kt es sieh an, /lznL ('}', I') dl1reh separate 
X iilwrllngl'1I Huf <leI' ~ietle- und Taulinie nnd in deren e nl­
gelJllng zn ersetzen. Verwen,lung fin,len ,Iie Tangenten an 
der gege\wlwn Jsotlll'rmcn in q(k) und 'l'g(k) (vgl. Bi1d 6). 

Ihrp G leieh ungpn Il1u t PI1 

IJ L1(k+l) ('1', c) = PZGL ('1', n(k)) + "q(k) (L' - lll(kl) (22) 

Illit 

d/J'f,l; I. ](k)
'\[1 1<1 ---;-- (1', i'j) (2:1)

[ (Jl' T 

fiir dip ;-;i,'d"j iui,' uw I 

jJgl(k"l) ('1', I') = /JZGL ('1', I'g(l<)) + :\g(k) (v - l'glk») (24) 

Inil 

11< ) 

'g-ll< I - [()/IZC; L (T, I'g) l' (25)
- (j,. ] 

fiir die' Taulini,',
 

B",'''!, dips,' Funkt ionpn in (20)/(21) eingesetzt, werdpn kön­

nl'n, llIul.\ das In! q::l'IlI \'011 (21) zprlegt wcrllcn, )11111 erhält,
 

"g(k, I) I'g(k) 
f ]JZI;L ('1', I') ,1,'1' = f /IZGL ('1', ,') dl"1' 

qlk+l) "11k) 
t"jlk+ I) I'g(k+l) 

- f ]IZI;J, ('j', I') d"1' + f jlZIiL ('1', I') d,'1' (26)
q(k) I'glk) 

\Yültrl'wl da" p!'stl' Inkgml .11'1' !'eeltten ~eite \'on (2\\) aus 
,h'lll (k)-tpn lt.cmliolls"eltritt Illit plk l . (l'g(k) - L'llk») 1)('­

kannt ist, "ind .Iip !,psl,liehen heiden mit (22) ulld (24) be­
rl'dll'nl »Ir, 

;-;"hlil'l.\Ji,'h fiihrt dns Eins,'tzpn c1"r El'!;atzfunktionen 
]JU(l<d) ('1'. "), jJgllkl) ('1',1") in (Iie Hpziehnngen (20)/(21), 
bei'"prwpncl ung dei' '~prpinfaehunge'1l 

"g(k) 

pIk) =, Ik) 1 (k) r pZGL('1', l")tlvT,
Ig - UI J 

q{k) 

Pi(k) = jJzlj]. (1', ;'1(1<)) II 11 cl pgik; = PZGL ('1', I'g(k») 

zum Gleiehung!;systpm 

Pllk) + :\I(k) (l'l(k+l) - I"I(k)) = pg(k) + ~'glk) (l'glk+l) _Vglk)) 
(27) 

[Pllk) + 'l(kl (/')11<,11_ l'lCkl)J. (l'glk')) - "ICk11)) = 
pIk) (1'~lkl ~ /'llk)) _ 1'11k) (1.'llk'l) _ "ICk)) 

I 
'11kl (1',lk'l) - "Iikl) + 1'g(k) (l'glk')) _ I'glk)) + 

2 

I 
+ 2 "glk) (I,~(k ,I) _I'glk)) (2S) 

\o\'"rdl'lI 111111 (27) und (28) nIlL,'r EliminHtion \on I,~(kll) 

ZIlRHllllllt'ngpfußt lind (lS) l'illgl'Rl'tzl, Plüstpht clie in 
~I'llk (1) 'I lllldl'll I isdll' Glpi{'hullg 

A (~VI(kj]»)Z + n (~"llk'l)) + (' 0 (2B) 

fIlit dplI Koeffizient"1l 

I
A --2" C\llk) (cqlk) _'glk)) (:10) 

B = "I(k) [pI(k) - pglk) - "g(kl (?'llk) - vglkl)] (:.lI) 

I
C = C\g(k) ("llk) - l'glk»). (pIk) -- }JI(k)) +-2 (Pl1k) - ]Jg(k))2 

(:12 ) 

l' 111 .IHS rieh tige Vul'zeidH'n d,'r Lö~ung 

13 
~I'l(kJ1) .-~--:A-' ± yE (:1:1 ) 

lIlit 

I HZ (' 
(:14)E = 4' A2 A 

zu pl'luit.tcln, wird (:.1:.1) nnter Zilhilfenllhine \'011 (27) 1I11t1 
(IS)ill 

1Xllk) - C\g(k) 
I'g(k+1) - 1'1(k+1) = ± 

1Xg
(k) 110: (35) 

überführt. Da. die Diffprellz vglk+l) - Vilktl) in jedem Falle 
positiv sein muß, E'rgibt sich die sinn\'olle Lösung für 

~1'1(1"]), indem das Vorzeichen von VB"- so gewiihlt wircl, 
(laß dip reehte Seite \,on (35) positi,' wird. 

ni,' endgiiltige LösllllgsforlllE'1 für dic im (k + I )-tell S"hritt 
\'o!'zlillehn1E'nclp Korrektur von ~'I laut<'t somit 

I B ,(C,!(k) - G\glk)) _ 
..).I'I(k,1) = - -2"' A- + slgn --~-;ik)-' Vi': (36) 

)uit A nach (30), B nach (:H) und E IHleh (:14).
 

AllS (27) prhiiJt. ll1f1n IlIit, dieser Lüsllng Illlli'r He<!l'hLlIllg
 
\011 (IB)
 

1'1,kl - //g(k) + '''111<). ~1.'I(k'l) 
~I'g(k-'I) (:17)

"g'k) 

Die enthaltE'llcll Allstiege der H ilf!;tl111gPllten ki"1I1H'n l,rak­
t i",'h ullter Zuhilfenahlne des (k - I )-tell HemtiulIssehrit.ll's 
flUS berpitl:l hl'reehliPten Größen iibel' 

/11(k) - PI(k-]) 
'1 (k) (:lS)n1k) - l'llk I) 

uml 

1'glk) - )Jglk 11 
C\glk) --------- (:lH)'I'glk) - rglk-l) 

niihcrllngswei!;C' bC'rcehnpt werden.
 

Im ersten 8chritt haben sich die fOI'lnal"1l Korrektnren
 

VIIO) = 0,999· 1'1(1) (40) 

'L'g(O) = 1,001· I'gll) (41) 

für (38) lind (:19) bewiihrt, wobei die nlit, dem Zeiger (1) 
gekennzeichneten ,-olumin!1 die 110eh zu erläuternden 
Iterationsstal'twcrte darstellen..-\ll" den neuen "'erten für 
L'1(k"-l) und l'g(kH/ werden nun, wie im Bild 4 \'eransehau­
lieht, mit (12)/(15)/(16) p(k+1), PI(k+1) und pg(k+l) bel'cehnet, 
Entspreehen die relativen Abweichungen Iloch nieht dpn 
gewiinsehtpl1, wird der Zyklus erneut, beginnend mit der 
Korrektur der Grenzkurven\"ohnl1ina, durchlaufen. 
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zugrundeliegendes Modell noch [26] 

Abbruchk r iter iumzu berechnende Größe 
(11

15lk August­
1 .'1 I 

Pd =Pd (T) 
Gleichung~-1 ~f.Pd 

P 

I vik.'1 I 
-Ik-I- -1 ~ (; 
v, 

V, 

Ik.lI 

vq I :!kl -1 I ~ c 
11} 

v, = v, (T) ideale 
FlüssigkeitTa/fl 1 (ohen). Abbruchkriterien für den Ahgleich 

der Iteration mit dem nenen Verfahren 

V~'I= vq (PdJlI ideales 
Gas 

T<1/eI2 (n'dds). IterationBSturtwertherecllllllllll 
fiir das I1f'W' Y.'rfahrl:'11 

Abrt1e-iclt dn' Iteration 
Nalwli<'g"nd wiir<' es, ,li<, Ol'<,nzk,lt'\"pnvolulllilla so langp zn 
\'erbesserll, hiR dip J)riit·kp, p, PI ,md PI: in ('iner' geforderten 
Opllauigkpit e iil)prpinRtilllllH'll. Di(' währcnd der Anwen­
,lnng ,les \'orgpstpllten YprfahrpnR gewonnenen Erfahrun­
gpn führten demgegenüber zu den in Tafel I aufgefiihrt en 
Ahhruphkriteripn in Abhängigkeit \'on der zn herechnenden 
Größe. Eine ausfiihrliche Auleitung und Begründung ist 
[9] zu entneh men.
 

Im Prinzip gilt auch hier die Regel, daß alle Größen, die
 
ermittelt werden sollen, auf Genauigkeit geprüft werdpn
 
müssen.
 

1teratio nsstartwerte 
Mit dem Ziel, das vorgestellte Verfahren schnell auf ver­
schiedene Stoffe bzw. ZustandRgleichungen anwenden zu 
können, werden die in Tafel 2 dargestellten einfachsten 
Gesetzmäßigkeiten herangezogen [26]. Die Konvergenz 
des angegebenen Algorithmus ist über den gesamten Zu­
standsben'ich hinweg mit diesen Näherungen gewährleistet. 

Anwendung auf die Zustandsgleichung IAPS 84 

Um die Effektivität des neuen Yerfahrens nachzuweisen, 
wurden direkt,c Verglcichsrechnungen 7.U dem in [7] angc­
gebenen Lösungsalgorit.hmlls für das 111axu'ell-Kriterium 
dnrchgeführt, Die Gegenüuerstclhlllg erfolgte an Hand der 
Ermittlung des Dampfdrllpkps allS pincr gegebenen Tempp­
ratur mit der Zustandsgleichung TA PS 84 fiir \\'aRser. 
Testrechnungpn ergaben, (10.13 mit dem rH'uen Verfahren 
llIindpstens 30%, abpr mit Anlläherung 11n die Trippltempe· 
ratIIr bis zu 60% Rephenzpit pingespart wprdpn. Dieses 
Ergehnis wurde erzielt, obwohl dip Yergleichs\'ersion mit, 
piller Startwertnäherung von unter 0,0 10 ;, für den Siedp­
druck arbeitet, währpnd das vorgestellt,e V prfahren mit ,len 
oben angegebenen grohen Kiihpl'llllgpn auskommen mufJte. 
Hervorzuheben ist die st,arke KOllvprgenz des neulm Yer­
fahrens, die sich vor all('m bei hohen GenauigkeitRfordp­
rungl'n bpillerkbar 111ll('ht. 

Anwendung auf kubische Zustandsgleichungen 

Ein breites Anwendungsfc1d fiir das neue Verfahren sind 
!ludI die haupt,silchlich in der l\fo,lclliprung stoffwandelnder 
Prozessc verwcll(leten kubischen Zust,andsglcichungen. GI'­
testet wurden u. a. die Beziehungen von vun der lVaals, 
Redlir-h-Ku'ong, Soave nnd Peng- Robinson. 

1 1 (nE...­
'I(TltT - Tkrit : In Pd -In Pkrit Pkr1t 

Pd I- _ ~NöherungL _1_ In Pd - In P."p 
T Ttrip ... .... 

..... ....mit Tkrit=674.27 K 
tripT'rip= 273.16 K 

Pkri!= 221,15 bor 1 
= 6.1-10-3 borPtrip f

Näherungfür Wasser T k/ 
I
'~<'O kril 

T ~--l _--o--~"'-1- ­Ivl-vtrip= K lT - Ttrip ) p:c.onst 

,mit K =4 8.10-7 ~ , kgK
 

für Wasser
 1.1 
VL 

p.vg=R·T 
log~P V 

KTltlog - + log -g­( Pkrif Vkrit
 

Pd
=Iog -'3.L)
Pkrivkrit 

mit R= 0.462 ...k.Lkg·K 
für Wasser V

"9 log~ 

A bweiehpnd von ,11'1' dargPRtplltC'll Stllrt w"rtl,prp,·llIlung bei 
kompliziertem Zustan,lsgleiehungcll sind die Erfordernisf-p 
Ilnd :\[ögli('hkpiten kuhischer Zustandsglpiehnng"11. Es kann 
vor 1l1lcll1 von Piner pxplizitell AurlöRhark"il. d,'r GlFidnlll ­
gen l1uRgegangpn wprden. 

Diese Tatsache bedeutet pine Herausforderung an (las np\lp 
V prfahren, ermöglicht ahpr, wie noch gezeigt wird, eine 
St,artwertbercchnung, die auf die Angllhe eines Siede­
druckes völlig verzichten kann. Unter dem Aspekt" daß fiir 
eine Vielzahl VOn Stoffen keine genauen Kenntnisse üupr 
die zur Zustandsgleiphung gehörpnde J)anlpf(ll'llt'kflllllüion 
vorhan,lpn sind, rückt das vorgestplltp \','rfahrcn allen für 
diese Allwen,lungsfülle in ,len Vord(·rgrlllld. 

Bild 5 zeigt, daß fiir die FunktionsfühigkPit dpR nPlIpn Vpr­
fahrens (lie Startwprtc lpdigliph lIieht innprhalh der ~pino­
dale liegen dürfcn. 

Es wird daher' vorgesdtlagen, dpll Anfangswprt für das 
Riedelinienvolumen mit der explizit nlllgpRtPllt,m Zustan(IR­
gleiehullg 

VI(I) = VZGL (Pkrlt, T) (42) 

zu berechnen. Das zugehörige GasvolllIlIen wird zweck­
miißigArweise nun direkt aus dem mit (42) berpl'hneten 
\Vert üher dil' Beziehung 

'1.' (1) = ('i'krlt - b)2 + h (43) 
g (1'1(1) - h) 

bercd1l1pt, wobei h dip Iwkallntl', aUR dpn krit,ischclI Datpn 
berpphellhare Konst 11 nt.p <11'1' pingesl'tztl'n Zust.andsgll'i. 
chung darst.ellt [2/]. Die aURführlidll' Hcl'll'itllng \"on (4:1) 
kann [9J cntnomnWIl \\"<'r,len. Bf'sondl'rR bei l'pduziprten 
Tempernturen T r > 0,8 empfichlt es sich, auf (43) zurii"k­
zugreifelI, während darunter die Jdealgasgleil'hullg (vgl. 
'rafd 2) gpnaupre \Verte liefert.. 

Trotzdp1l1 lagcn in allcn UIlf,prRuehten Fiillpn ,lic mit (42) 
und (43) bl'reehnpten Yolul1lina im Arfor( lcrlichen Ber('ieh 
(Bild 5), so daß eine siphere Funkt.jon dl's ncupn ,.(>rfahrcns 
fjir kubische Zustandsglpidlllllgell gllrlull.iprt ist. 

l)ip Realisierung dl's nplIPn Y l'rfl1hrl'ns in Y ('rbindung mit, 
kubisehpn ZlIstandsglt'iehllllgen zeigt in pinpr ('l)('rsieht dpr 
l'l'ogramlllablaufplan dps Bildf's 7. Ausgclwnd \'on einer 
gegehencn Tcmppratur l' werd('n d('r zlIgl'hiirigp Ril'de­
druck p sowie gki"hzeitig die' Grenzklu'vl'll\"o!tuninti v: und 
vg iterativ bcrcchnet. Dargpstellt sind Rtartwertberl'ehnung 
und (k)-tcr Herationsschritt. 
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Vorgabe von T Tal" 3. Zahlenheispiel fOr Ilcn lIprat;onRllhlauf mit <I.'r l'eng. RolJinlon­
Gleichung 

111 . 
VI : VZGL (Pk"t.T I 

Iterationsstartwerte I 2 
111 (Vkril-b) b 

vg : 11) •
VI	 -b 

IOI
VI	 : 0,999· vi11 

I 
v~OI= 1,001. v;lI 

101 I I 101PI	 : PZGL T,vl ) 

vIOI )p(Ql: P I (T
9 ZGL' 9 

p111: P I (T V I1 })
I ZGL' 1 
I1 ): p I (T vi'})P9 ZGL' 9 

I	 vU) 

-(1) 1 19 

p	 : l1[li1 PZG~T.v) dVT 
v IV v,"l 

\<..:0Iterationszxklus -; 

Tr =0,7, w =0,5. Abbruchschranke e=O.OOOOO1 
Ilerolions- Ikl lkl - 11<1
 
schritt (k)
 Vrt Vrg Pr 

1 0.318834 (*, 8,73870 
1
*1 -0,228430 

2 0.321910 24,7573 0.000524464 
3 0,321957 44,5150 0,0280843 
4 0,321936 54,8918 0,0310172 

5 0,321930 64,2564 0.0318328 
6 0,321930 67,7946 0.0318996 

7 0;321930 68,5593 0.0319018 
0,321930 68.6085 0,03190188 

9 0.321930 68.6091 0,0319018 
10 0,321930 68,6091 0,0319018 

'­

R,T ar[1+m(1-~)fr 
p = ­

r	 Vr - b r Vr(Vr+br)+br[vr-brl 

mil m= 0,37464.1,54226'''' -0,26992·",1 
o. = 4.83879
 
br = 0.253090
 
Rr = 3.25309
 

.lllerotionsslorlwerle noch (421 und (431 

njel"("ndf>n Konvergenz tro\':I. deR sehr uIIgpnl1l1en i:'I,llrtwt'l" 
\'es für 1'rg, der sogar zu l:'illerll nf'gat.iven nlllllpfdnll'k 

I _ g gig
L':.vIIV!l pl~~p"'~cx.ll<.llv{I<.I- VII<.I) 11<.1 (XII<.I} 

+sign oeer~I<.J '	 fiihrt, :l.llt.agf>. GenflIIere AURfiihrungen Zll Konv,'rgen:l. IIlld
or~I<.1 - «[1<.1 { 

~\'llhilit.iit sirHI wiederlllll [!ll ZII entllehJllf>II. 

Folgen<!11 Sehlußfolgerllngell können allH der Anwendllllg 
ll<.l_pll<.l_ eril'-J(vlI<.I_J.:'Jl] 2 2.erll<.\vlI<.l_vil'-IWpll<.1 _pll<.l) +(pll<.l_pII<.1)2 deH neuen Vl:'rfahrells tlllf kllhiRehc ZIIHtnlH!AgleiehulIgell
I	 9 91 9_ 9 1 9 I 19[p	 oell<.l _0:11<.1 oeIl<.Jla(I<.' -OEI)

I	 9 1 I 9 

I
11 pfl<.l_ plI<.} + oell<.l. L':. vlI<..11 

L':.vI..... - I 9 I I
9 - oell<.l 

9 
I 

vt·1) :vtl + L':.vt·11 

I 
VJI<.·11=v~1<.1 + tJ.v~I<."J 

pll<.,'1 =P , IT vil'-·11)
I ZGL' t
 

I
 
pll<..,J: p IT v 11<..11)

9 ZGL' 9 
I 

_11<..11 1 vJ"11 
p	 : 11<..11 11<..11 I PZGL IT.v ) dVT 

vg 

nein 

-VI 

Ende der Iteration 

ge:l.ogPII wefljpll: 

l.	 Tn Verbindung mit dpn alls (42) lind (4:1) herpehnf>tpn 
~tartwerten wird eine sichere Konvergl:'nz deR Verfah­
rpn:3 garantiert. Die Bestimmung eines Startwertes für 
dell Siededruck lind die dami\' verbundenen Prohlen1l' 
entfallen. 

2.	 Die allfwendigen Berechnungen der Grenzkurvenvoill' 
minu mittels Cardanischer Formel bzw. der l\Ietho<jl:' mit 
Hilfsgrößen [28) oder Iterationen innerhalb jedes Schrit· 
tes der Druckiteration sind nicht mehr notwendig. 

3.	 Mit dl:'n vor allem für trocken gesättigten Dampf sehr 
ungenauen Iterationsst.artwert.en, berechnet. mit (42) 
lIlld (43), bl:'nötigt das Verfahren zwischen 5 (bei T r = 
0,95) lind 15 (bei T r = 0,45) IterationSBchritte. Dabei 
stellt die angl:'gebene Anfangswertbel'echnung in bezug 
auf die Genauigkeit sichel' eine "Minimalvariante" dar, 

4,	 Das Verfahrl:'n arheitet für reduzierte Temperaturen bis 
Zll 0,999 in der im Bild 7 angegl:'benen Form Ilumeriseh 
stabil. Die Stabilität kann aber auch darüber hin alls mit 
den in [9) angegl:'henen Modifikationen errl:'icht werdeu, 

Nomenklatur 

I speztfische freie t:nergie 
g spezifische freie t:ntbalpie 
h spezifiS<'he Enthalpie 
p Druck 

Rlld 7. Realisierung des neuen Verfabrens für kubi,che Zl"tanclsgleichungen q spezifische Wärme 
(In der 9, Gleichung von oben muß es im Nenner korrekt t'glll - VI(l) und in 8 spezifu!che Entropie 
der 14. Gleirhullg im Zähler ;qlk) - 2glk) lallten.) T Temperatur 

11 spezifische innere Energie 
r spezifu!ches Volumen 
"'n. "pezifiS<'he ReibllngsarheitTafl:'I:1 Pllthiilt ein konkretes Zahlenbcispil:'l, berechnl:'t 
x Dampfanteil

mit dl:'r reduzil:'rtl:'n Peng.Robinwm-Gleichung nach Bild 7. ' ('1')
Die	 Abl>ruchgen8uigkeitsschranke e gell1iil3 Tafel 1 be­ 2 Differentialquotient (-~-

\ Oll	 T 
trägt 0,000001. Interessant "ind die unterschiedliehen Zl:'it­ OJ azentrischer Faktor 

punkte für das Erreichen der vorgegebenen Iterations­ Indices und Zeiger 
genauigkeit II er drl:'i Größen. \Viihl'end das Siedeliniem'olu­ d Sättigungszustand 
l11E'n bereits im sechsten Sehritt seinen \Vcrt nicht, mehr g Zustand trocken gesättigten Dampfes 

krit kritischer Zustandverändert, erl'l:'icht der Dumpfdl'uek im aehten und das 
I Zustand siedender }'liissigkeit 

Talllinienvoillml:'n erst im zehnten Sehritt die geforderte r auf kritiscben Zustand reduziert 
Genauigkl:'it. Das heil3t, je nach zu berechnender Gröf.le trip TripelzuslAnd 
könnte der Zyklus schon zuvor abgebroehen werden. Die ZG L Zustandsgleicbung 

(k) (k)-ter lterations8chrittziticr\'e Stabilität des Vcrfahrens tritt hier in der funktio­
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