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1 Forderungen an thermodynamische Differentialguotienten

Thermodynamische Differentialquotienten, wie

3.3 () @ 51, 8)-

werden benatigt in:

- Berechnung instationarer Prozesse,
insbesondere bei der Modellierung von Volumenelementen (v = const)

- Losung von Gleichungssystemen bei stationaren Warmeschaltbildberechnungen

4

Forderung: Ermittlung der Differentialquotienten mit:

o Stoffwerttabellen (Dampftafeln)
o Stoffwert-Programmbibliotheken
e Zustandsgleichungen



Probleme bei Ermittlung von Differentialquotienten

» Nur wenige Differentialquotienten sind tabelliert bzw. in Stoffwert-Bibliotheken enthalten

S ch V(op orT
Beispiele: ¢ :(_j : ,(:__(_j , ﬂ:(_]
i ot Y p\ov S op h

Aber: (G—UJ ?
op )y

» Einfache Ermittlung mit Zustandsgleichungen nur moglich, wenn Variablen
ubereinstimmen

Beispiel:  Fundamentalgleichung f (T,v)

_ _ _ ou Ermittelbar, da u=f-T (ﬂj
Gesuchter Differentialquotient = v

oT
v

Aber: Gesuchter Differentialquotient (2—“}

Vv

|::> Ermittlung solcher Differentialquotienten nur mit thermodynamischem Detailwissen moglich

e Thermodynamische Differentialgleichungen

e \Vollstandige Differentiale + Koeffizientenvergleich
+ Satz von Schwarz ...



2 LOosungswege flur die Ermittlung von Differentialgquotienten
2.1 Berechnung als Differenzenquotienten

.. o
Beispiel: Ermittlung von (%) (P,T) mit Fundamentalgleichung f(T,v)
\Y
Lésung: (auj ~(Auj
op ), \Ap),
(%) s
op ), P2-p1,
Ap Ap : , :
P1=pP 5 P2 =P +7 mit Ap als Differenzenbreite
(T )‘\V(D,T) iteriert aus P = —( (;_V )j
L

\ T1(p4,V) iteriert aus Pq = _(6]‘ (T1’V)j
T

oV
o3y (AT
Uz = U(T2,v) analog v

Probleme: * Iterationen und deren Genauigkeitin Verbindung mit Differenzenbreite
e Bildung nahe Phasengrenzkurven
e Rechenzeit fur Iterationen




2.2 Berechnung aus analytischen Ableitungen der
Zustandsgleichungen

ou
Beispiel:  Ermittlung (%] (P,T) mit Fundamentalgleichung f(T,v)
\'

T{azf(r,v)J
2
Ergebnis: (g—gj\/ = (asz':,v)J darin:  v(p,T) iteriert aus p:—(af(;_v’v))T

oT ov

N\

Wie Bildungsvorschrift ermitteln ?



3 Analytische Ermittlung von Differentialguotienten mit
Zustandsgleichungen

3.1 Prinzipieller Losungsweg fur Ermittlung eines Differentialquotienten

oz .
(—j als Funktion von T und v
y

OX
_ : : 0z 0z

Ausgangspunkt: Totale Differentiale dz=|=21| dT +| = | dv (a)

AN ov )t
dx =[ X a1 +[ X dv (b)

aT )y oV )t
o=dy =[] a1 +[ 2| av ©)

oT )y oV )1

Schreiben des gesuchten Differentialquotienten mit Gleichungen (a) und (b), wobei y = const
(azj dT, +(5Z] dvy
(a_zj _dzy \aT ), ov )t @
xJy Ay (axj dTy + (ax] dv,
oT )y ov )t

),

Aus Gleichung (c) folgt, day = const ~ dvy = ———<+dTy (e)
(o

oy
oV



Einsetzen von (e) in (d) fuhrt zur Bildungsvorschrift von (

oz
oV

I

oz
oT

L

oy
oV

)

ox ).

e
aC)X

OX
oV

b

ox
oT

A

ay
oV

)

OX

j als Funktion von T und v
y

3.2 Analoge Vorgehensweise fir Ermittlung von

|

0z

—j als Funktionvon pund T
OX Jy




0z
3.3 Praktische Ermittlung von (5—)() mit Fundamentalgleichung f(T,v)
y

Allgemeine Bildungsvorschrift:
oy 0z 0z oy
6z) (8T jv '(ava _(va '(ava
e
ot ), \ov r a1 ), lov );

X, Y, Z stehen fur beliebige thermodynamische GrofRen

Ableitungen fur 8 ausgewahlte Grolen:

X, Y, Z (a—XJ : (@j , (a_zj (a—xj , (ayj , (azj Bendtigte GrdolRen:
ov ) \ov)r \ov )t ar ), \oT ), \aT ),
p —p Bp pap Druck p
T 0 1 Entropie s
v 1 0 Isochore Warmekapazitat cy
u p(T - 1) Cv Relativer Druckkoeffizient
h p(T ap -V fp) Cv + PV ap o :%(6p/6T)V
s pep Cv.
T Isothermer Spannungskoeffizient
—pVv vVap —S 1
g PV Bp pvap Bo =——(dplov),
f —p —s P




Ursache: P,S,Cv, fp: @p enthalten die 5 Ableitungen von f(T,v) nach T und v

2
oT* )¢

:pRTO+5%)

=R |7 (¢2+4f)-¢° ']

=-R 7* (¢Z(')T + ¢1I:z')

146 4
_1 1_%
T

146 4

_[(o¢ _(o¢
¢7_(8rj5’¢5 (a&l'"




4 Anwendung auf die Industrie-Formulation IAPWS-IF97 von
Wasser und Wasserdampf

» Fundamentalgleichungen » 4
der IAPWS-IF97: 100 |- Neu !
VPa Revised
Release 2007
75 @
g(p.T)
Sopn 8(¥5o MPa
25 -
g(p.T)
) 1O MPa
0 1
| | | | | )) | >
27315  473.15 673.15 87315 107315 2273.15
K T
Bereiche 1,2 and 5 Bereich 3
Fundamentalgleichungen| g(p,T) Fundamentalgleichung | f(T,v)

Alle thermodynamischen | Eigenschaften und Differentialquotientenl konnen

als Funktionen von pund T als Funktionen von T und v

analytisch ermittelt werden.



Beispiel: Ermittlung des Differentialquotienten (gg] fur Uberhitzten
V
Wasserdampf (IAPWS-IF97 Bereich 2)

z=uU
Vergleich von (a—uj mit (6—Zj = X=Pp
8p - OoX y y=Vv

Gegebene Fundamentalgleichung im Bereich 2: g(p,T) — p,T sind die unabhangigen Variablen

: : o [ 0Z
Allgemeine Bildungsvorschrift fur (é_xj (IO,T)

o) BLELELE)

Grolenz=u,X=p,y=Vv

(o))

[BREREES)

3

) (Bh &) A5)L(F) .
(2 AT 53



Entnahme der Ableitungen aus Tabelle

|

ou

)

|

au
ap

L

oy
oT

5

i
ap

L

au
oT

)

TElEGLIE, " s
opjr \aT ), \ap)r \aT ), @ P
ap]
p Pl =1
o 8, B, BB G B
] ot ), \at ), \aT ) i A@p ). \ap )+ Lap, =
p 0 1 /(a_.l. p:V°05v
T 1 /0/
oV
0| @ T OEr
© | Gopva Qs -Tay) :
D \ \ au ) T
h Cp M p); =Vv-(p-&xr - T -ay)
C
S hd —Vay
= \(8_UJ Co—pVeay
g -S v ot Jp
f —pvay —S pVv xr lEinsetzen in Gl. (a)

Ergebnis:

-

1)V - ay ——0-@




Berechnung der enthaltenen Grof3en mit der Fundamentalgleichung g(p,T)
der IAPWS-IF97 fur Region 2

ap

(au} T(m ®A@
\

h%ﬂ(%? +74 |

Oy

i

Clv:_l_

|

1+ vy — T Ve

1+ 73

cp =—-R 2'2(}/7% +7/frr)

Darin: Dimensionslose Fundamentalgleichung

g(p.T)
RT

S~

=y°(m7)+y (7.7)

1 1_ 2 r
Kp = — 4 77rm
P\ 1+7zy

mit z=p/p =T /T

—

Formale Vorgehensweise ohne Notwendigkeit eines
fundierten thermodynamischen Detailwissens



Zusammenfassung
: . . : : . 0Z
» Formale Bildungsvorschrift fur beliebige Differentialquotienten (a—xj
y

» Anwendung: X, y, z konnen stehen furp, T, v, u, h, s, g, f

» Berechnung mit ersten, zweiten und gemischten Ableitungen der Zustandsgleichungen
nach deren jeweiligen Variablen

» Vorgehensweise bei IAPWS-IF97 und IAPWS-95 fur Wasser und Wasserdampf
durch IAPWS 2007 verabschiedet als Advisory Note No. 3

= WWW.iapws.de , darin “IAPWS International Homepage*

» Neue "International Steam Tables" (Springer-Verlag) enthalt Tabellenwerte und Software
mit Funktionen der GréRen Vv, s, Cp, &1 und ay

== \WWW.international-steam-tables.com

N -
—

Alle Differentialquotienten sind formal ermittelbar !

Vortrag in www.thermodynamik-zittau.de



4.1 Differentialquotienten der Regionen 1, 2, und 5
Gegeben: Fundamentalgleichungen g(p,T)

Allgemeine Bildungsvorschrift flr einen Differentialquotienten (2—)2() als Funktion von p und T:
HEEIRHEE) |
(a_zj Ao )y \oT ), \apf \oT ),
ox )y [ox .(ayj (o (a)
op )y \oT D op )y \oT D

Ableitungen fur die GroRen p, T,v, u, h, s, g, f

OX oy 0z OX oy 0z :
X, Y, 2 [—j ; (—j ; [—j [—j ; (—j ; (—j Bendotigte Grdl3en:
OT Jp \OT Jp \0T Jp | \0p)7 \0P)1 \0P)1
D 0 1 Spezifisches Volukhen
T 1 0 Entropie s
Vv vV ay —V KT Isobare Warmekapazitat cp
Isotherme Kompressibilitat
’ YAy V(pKT - aV) IS ——1(85/GP)T
h Cp v (1 -T ay ) ! v
Isobarer Volumenausdehnungs-
S Cp —Vay koeffizient

1
Oy = V(@V/@T )p

—pvay —S PV KT




Ermittlung der bendtigten Grof3en mit den Fundamentalgleichungen

Region 1
Gegeben: Dimensionslose Form der Fundamentalgleichung fur die freie Enthalpie
1T 0 * *
%ﬂ/(ﬂ,f) ; mit r=p/p =T IT

Berechnung der Grolien

RT
vt SR ()
sz—R 2_2 v.. % :1[1_2'7711] K :_1 TYrr
T Vi P

Regionen 2, 2meta und 5

Gegeben: Dimensionslose Form der Fundamentalgleichung fur die freie Enthalpie

g(p.T)

o T =y (m7)+y (m,7) mit z=plp =TT

Berechnung der Grolien
h%ﬂ(%? +77§) S=R[r(7é’ +7J)—(7°+7r)}

1(1+ vy — 1 (1= 724"
Cp =—R 72(772' +7rrr) &y =— s . s KT =— —7/;;7;




4.2 Differentialquotienten der Region 3

Gegeben: Fundamentalgleichung f(T,v)

Allgemeine Bildungsvorschrift fur einen Differentialquotienten (2—)2() als Funktion von T und v:
y
o Lor) () ()
oz \ov)r \oT ), \aT ), \ov);
(kAL )
ov )y \aT ), \aoT ), \av )

Ableitungen fur die GroRen p, T, v, u, h, s, g, f

e | (G h GGG E)
- ovr \ov r \ov)r | \aT ), \aT ), \aT ), Bendtigte GroRRen:
> Php P cp Druck p
T 0 1 .
. 1 0 Entropie s
5 D (T ap _1) Cy Isobare Warmekapazitat Cy
h p(T ap —Vﬂp) Cy + PV ap Isothermer Sqannungskoeffment
=——(oplov
T Relativer Druckkoeffizient
—pv Vap —S
° P PYap ap:l(ap/ﬁT)v
f -p -S P




Ermittlung der bendtigten Gro3en mit der Fundamentalgleichung

Region 3

Gegeben: Dimensionslose Form der Fundamentalgleichung

%:¢(51T) y mlt 5:,0/100 T :TC /T

Berechnung der Groen

p=pRT 8¢5 s=R(r¢:—¢)
oy =-R72 4, o 21[1_%]
T Ps

_ P55
5o —p[2+ by J



Allgemeine Bildungsvorschrift:
EIREINEING)

oz) _\aT ), \avp \aT ), \ov)p

" (F AN
ot ), \ov )y a1 ), lov );

X, Y, z stehen fur beliebige thermodynamische Grollen

Ableitungen fur 8 ausgewahlte Grolen:

X, VY, Z (a—XJ , (@j , (a_zj (a—xj , (ayj , (azj Bendtigte GrdolRen:
ov ) \ov )r \ov )t ot ), \atT ), \aT ),
p —p Bp pap Druck p
T 0 1 Entropie s
v 1 0 Isochore Warmekapazitat cy
u p(Tap 1) Cv Relativer Druckkoeffizient
h p(T ap -V fp) Cv + PV ap o :%(Gp/aT)v
s pep Cv.
T Isothermer Spannungskoeffizient
—pVv vap —S 1
g PV Bp pvap Bo =——(dplov),
f —p -s P






